














Formal Models of Connected Systems in Model Theory Approach 
































 (1) 入力出力システム 



































 入力出力システム S⊆AT×BT に対して，ある集合 C とふたつの関数δ：C×A→
C,λ：C→Bを定めることができて次の関係が成り立つとき，「Sはオートマトンであ
る」あるいは「Sはオートマトンとしてモデル化できる」と称する． 
  (x,y)∈S ⇔ (∃c∈CT)(∀t∈T)( c(t+1) =δ(c(t), x(t)) かつ y(t) =λ(c(t)) ). 
 
 ただし，記号 ⇔,∃,∀は，それぞれ論理学における「必要十分条件」，「存在限定詞」
「全称限定詞」である．このとき，< A, B, C,δ,λ> をSのオートマトンモデルと呼

















  (x,c)∈S ⇔ (∀t)( c(t+1) =δ(c(t), x(t)) ). 
 
 状態機械はもはや出力関数λについて考える必要はないので，S = <A,C,δ> ある
いは略記して S = <δ>と書くことにする．当然ながら，二つの状態システム S =   





  δ(c(t),x(t)) = c(t+1) ⇔ c(t+1) = x(t) . 





化する．時刻 t における物体の質量を m，位置を u(t)，速度を v(t)とすると，時刻 t
における「状態」はc(t) = (m, u(t), v(t))である．物体に加えられる力をx(t)とすると，
状態遷移関数は次のように書くことができる． 
  δ(c(t), x(t)) = c(t+h) ⇔  
         a(t) = (1/m)•x(t), 
         v(t+h) = v(t) + h•a(t), 
         u(t+h) = u(t) + h•v(t+h), 










は，速度が一定（v (t+h) = v(t)）となり，等速運動を行なうモデルとなっている． 
 
【例3】時刻が進むにつれて，状態が1ずつ増加するシステムを考える． 
  δ(c(t),x(t)) = c(t+1) ⇔ c(t+1) = c(t) + 1. 
このオートマトン S = <δ> は，入力がなくとも自律的に動作するシステムである．
たとえば初期状態が0だったとすると，時刻nでは状態がnとなる．左辺の入力x(t)













 図1 直列結合 図2 並列結合 図3 フィードバック結合 
 













  ((x1,y1), (x2,y2))∈S1＊S2 ⇔ (x1,y1)∈S1かつ (x2,y2)∈S2． 
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3）入力出力システム S1⊆A1T×B1Tおよび関数 h:A×B1→A1 が与えられていると
き，フィードバック結合システムSh⊆AT×B1Tを，次のように定義する． 
  (x,y)∈Sh ⇔ x1 = h(x,y) かつ (x1,y)∈S． 
 
 直列結合の定義により，例えば B1⊆A2 ならば，直列結合は空集合とはならない．


































 δ(c(t),x(t))= c(t+1) ⇔ 
  yy(t)=(λ1(c1(t)),λ2(c2(t)),λ1(c3(t)) ), 
  (x1(t),x2(t),x3(t))=in(x(t),yy(t)),  
  c(t+1)=(δ1(c1(t),x1(t)),δ2(c2(t),x2(t)),δ1(c3,x3(t)) ). 
 λ(c(t))=y(t) ⇔  
  yy(t)=(λ1(c1(t)),λ2(c2(t)),λ1(c3(t)) ), 














  in(x(t),yy(t)) = (x1(t),x2(t),x3(t)) ⇔ x1(t)=x(t), x2(t)=y1(t),x3(t)=y2(t). 
  out(yy(t)) = y(t) ⇔ y(t)=y3(t). 
と定義すると，次が成立つ． 
 
  (x,y)∈S  
 ⇔ (∃c∈CT)(∀t∈T)( c(t+1) =δ(c(t), x(t)) , y(t) =λ(c(t)) ) 
 ⇔ (∃c∈CT)(∀t∈T)( 
  yy(t)=(λ1(c1(t)),λ2(c2(t)),λ1(c3(t)) ), 
  y(t)=out(yy(t)), 
  (x1(t),x2(t),x3(t))=in(x(t),yy(t)),  
  c(t+1)=(δ1(c1(t),x1(t)),δ2(c2(t),x2(t)),δ1(c3(t),x3(t)) ) 
  ) 
 ⇔ (∃c∈CT)(∀t∈T)( 
  (y1(t),y2(t),y3(t))=(λ1(c1(t)),λ2(c2(t)),λ1(c3(t)) ), 
  y(t)= y3(t), 
  (x1(t),x2(t),x3(t))= (x(t),y1(t),y2(t)), 
  c(t+1)=(δ1(c1(t),x1(t)),δ2(c2(t),x2(t)),δ1(c3(t),x3(t)) ) 
  ) 
 ⇔ (∃c∈CT)(∀t∈T)( 
  c(t+1)=(δ1(c1(t),x(t)), δ2(c2(t),y1(t)), δ1(c3(t),y2(t)) ), 
(2) 
S1 S2
y1 = x2 x  = x1
S3
y2 = x3 y3 = y
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  (y1(t),y2(t),y(t))=(λ1(c1(t)), λ2(c2(t)), λ1(c3(t)) ) 
  ) 
 ⇔ (∃c=(c1,c2,c3)∈CT)(∀t∈T)( 
  c1(t+1)=δ1(c1(t), x(t)), y1(t) =λ1(c1(t)), 
  c2(t+1)=δ2(c2(t),y1(t)), y2(t) =λ2(c2(t)), 
  c3(t+1)=δ3(c3(t),y2(t)), y(t) =λ3(c3(t)) 
  ) 
 ⇔ (∃y1∈B1T) (∃y2∈B2T) ( (x,y1)∈S1, (y1,y2)∈S2, (y2,y)∈S2 ) 
 ⇔ (x,y)∈S1◦S2◦S3． 
 








関数 inとoutを適切に定義すればS = ((S1＊S2＊…＊Sn)in)◦out と書くことができ，








全体システムの状態遷移関数δと出力関数λは，例えばn = 3のとき， 
 
  δ(c(t),x(t))= c(t+1) ⇔  
  (x1(t),x2(t),x3(t))=in(x(t),c(t)),  
  c(t+1)=(δ1(c1(t),x1(t)),δ2(c2(t),x2(t)),δ1(c3,x3(t)) ). 
  λ(c(t))=y(t) ⇔ y(t)=out(c(t)). 
 






















  δ(c(t),x(t))= c(t+1) ⇔  
   (x1(t),x2(t),x3(t))=in(x(t),c(t)),  





= (m1, u1(t), v1(t)) ，c2(t) = (m2, u2(t), v2(t))とすると，全体システムの状態はc(t) = 
(c1(t),c2(t))である．また，物体1への物体2からの引力x1(t)，および物体2への物体
1からの引力x2(t)は，それぞれの質量m1, m2と位置ベクトルu1(t) - u2(t)を使って
計算できる．したがって，x1(t) =h1(c(t))，x2(t) =h2(c(t)) と書くことができる．そこ





  δ(c(t)) = c(t+h) ⇔  
   (x1(t),x2(t)) =in(c(t)), 
   c1(t+h) =δ1(c1(t),x1(t)), 










閉じた状態機械やオートマトンである．まず，状態が2項からなる場合 c(t) = (c1(t), 
c2(t)) を考える（つまり，C = C1×C2の場合）． 
 
補題3 
 状態集合がC = C1×C2である閉じた状態機械< C,δ>が与えられたとする．状態
遷移関数 c(t+1) =δ(c(t)) に対して，通常の関数の分解 (c1(t+1), c2(t+1)) = (δ1(c(t)),
δ2(c(t)) ) を考える．このとき3つの関数を， 
  h(c1(t),c2(t)) = (x1(t), x2(t)) ⇔ x1(t)=c2(t), x2(t) = c1(t). 
  P1(c1(t), x1(t)) = c1(t+1) ⇔ c1(t+1) =δ1(c1(t), x1(t)). 
  P2(c2(t), x2(t)) = c2(t+1) ⇔ c2(t+1) =δ2(x2(t), c2(t)). 
と定義すると，次式が成り立つ． 
 
  δ(c(t)) = c(t+1) ⇔  
  (x1(t), x2(t)) = h(c(t)),  
  c1(t+1) = P1(c1(t), x1(t)),  
  c2(t+1) = P2(c2(t), x2(t)).    --- (4) 
 
証明 
 式(4)の左辺を仮定する．関数hの定義から c2 (t)= x1(t), c1(t) = x2(t) であるので， 
  δ(c(t)) = c(t+1)  
  →  (c1(t+1), c2(t+1))  
  = (δ1(c(t)),δ2(c(t)) )  
  = (δ1(c1(t),c2(t)),δ2(c1(t),c2(t)) ) 
  = (δ1(c1(t),x1(t)),δ2(x2(t),c2(t)) )  
  = (P1(c1(t),x1(t)), P2(c2(t),x2(t))). 
  →  c1(t+1) = P1(c1(t),x1(t)),  
 c2(t+1) = P2(c2(t), x2(t)). 
 
 逆に式(4)の右辺を仮定する．関数hの定義からx1(t) = c2(t), x2(t) = c1(t) であるの
で， 
 
  c(t+1) = (c1(t+1), c2(t+1))  
 = (P1(c1(t),x1(t)), P2(c2(t),x2(t)))  
 = (δ1(c1(t),x1(t)),δ2(x2(t),c2(t)) ) 
 = (δ1(c1(t),c2(t)),δ2(c1(t),c2(t)) )  
 = (δ1(c(t)),δ2(c(t)) ) =δ(c(t)).      証明終了 
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 この補題は，状態集合がC = C1×C2であるすべての閉じた状態機械S = <δ> は，
2つの状態機械S1 = <P1>, S2 = <P2>に分割できて，「それらを図6のように（ただ
し要素システムは 2 つとして）結合すれば」，元の状態機械 S と等価になることを意
味している．もちろんS1, S2は，それぞれc1, c2を状態とし，それぞれx1, x2を入
力とする状態機械である． 
 
 またh は結合関数であるが，いささか特徴的である．各Si への入力xiとして，Si
以外のシステムの状態を渡しているのである（x1=c2, x2=c1）．このことは状態C = C1
×C2×…×Cnをもつ閉じたシステムへ拡張することができる．すなわち， 
  h(c) = (x1,…,xn) ⇔ 各xiはc=(c1,…,cn)からxiを除いたn-1項組． 
と定義すると，補題 3 を一般化することができる．記法の簡便のため，c=(c1,…,cn)
からxiを除いたn-1項組をciと書き，またδi[ci, ci] =δi(c)と定義する． 
 
命題4 
 C = C1×C2×…×Cnを状態集合とする閉じた状態機械 S = < C,δ>が与えられた




 状態遷移関数 c(t+1) =δ(c(t)) に対して，通常の関数の分解 (c1(t+1),…,cn(t+1)) = 
(δ1(c(t)),…,δn(c(t)) ) を考え，i = 1,2,3,…,nに対して， 
  Ai = Ci. 
  h(c(t)) = (x1(t),…,xn(t)) ⇔ x1(t)=c1(t),…, xn(t) = cn(t).    --- (5) 
  Pi(ci(t), xi(t)) = ci(t+1) ⇔ ci(t+1)=δi[ci(t), xi(t)]. 
  Si = <Ai, Ci, Pi>. 
と定義する．このとき，補題3と同様にして， 
  δ(c(t)) = c(t+1) ⇔  
  (x1(t),…,xn(t)) = h(c(t)),  
  任意の iに対してci(t+1) = Pi(ci(t),xi(t)).  
が成り立つ．系2より，S = (S1＊…＊Sn)h である．        証明終了 
 
 この命題は，「状態がn項からなるすべての閉じた状態機械S = <δ> は，n個の要





 C = C1×C2×…×Cnを状態集合とする閉じたオートマトンS = < C, B,δ,λ>が







 与えられたオートマトンS = < C, B,δ,λ> に対して，状態機械δ= < C,δ>と静的シ
ステム λ:C→B を考えると，S はδとλの直列結合である（S =δ◦λ）．また命題 4
より，状態機械 δは関数Pi と結合関数h を使って図6 のように分割合成することが












べきである．例えば，n 項の状態をちょうどn 個に分割する必要もない．2 個にグル
ープ化して分割することも可能であり，開発者の自由である．分割は non-cohesive



















しもSが自分の構成したいイメージと異なるならば，修正を加えることになる（S’  = 
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